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MATHEMATICS 
DIE VERWEIL- UND BESTRAHLUNGSSATZE 
FtJR DAS PROBLEM DER REFLEKTIERENDEN ELLIPSE. II 
VON 
HE"KRI JORDAN 
(Conununicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of June 25, 1960) 
DIE ASYMPTOTISCHE VERWEILZEIT ALS GRENZWERT DER RELATIVEN 
VERWEILZEIT 
8. Wir wollen zeigen, daB die ursprtingliche Bedeutung der asymp-
totischen V erweilzeit trotz der Erweiterung ihrer Definition jedenfalls 
flir eine groBe Klasse von Mengen erhalten bleibt. 
Es sei IDl eine nach JoRDAN-PEANO meBbare Menge, die einen endlichen 
Abstand von Et hat, also etwa in (E/, E) liegt. 
Wir beschranken uns bei der Vberlegung auf die Trajektorien erster 
Art und auf die erste der vier V erweilfunktionen 
V1<1>, V1<2>, V2<1>, V2<2> 
Die anderen Faile lassen sich genau so erledigen. 
Betrachten wir also die Halbstrahlen der ersten Kategorie des n-Ab-
schnitts einer Trajektorie, die in einem Punkte To von Ei ansetzt. !l' n 
sei die Lange des n-Abschnitts. 
Die Punkte von Wl, welche auf diesen Halbstrahlen liegen, bilden eine 
lincare Menge Wli~~ (hier kurz Wln genannt). Diese Menge hat jedenfalls 
ein endliches (eindimensionales) iiusseres LEBESGUlJJ MaB: ,u(Wln). 
Wir definieren nun 
(36) v(l) (Wl) = ,u(ID'ln) l.n .!l',. 
in Anlehnung an (3) als die erste Komponente der relativen Verweilzeit 
des n-Abschnitts in Wl. Diese Zahl hangt, ausser von Wl, n und e, auch 
von To ab. 
Wir bedecken IDl mit einer Folge unserer Netze erster Art, wobei die 
Moduln (obere Schranke der Zellendurchmesser) (!7 der Netze eine Null-
folge bilden: 
(!1, (!2, ea, . . . . lim {!7 = 0 
Die Zellen der Netze sollen abgeschlossen sein. U7 sei die Vereinigungs-
menge der Zellen des vten Netzes, welche nur Punkte von IDl enthalten, 
~ * die Vereinigungsmenge der Zellen, die minde3tens einen Punkt von 
IDl enthalten, @7 die V ereinigungsmenge der Zellen, welche Begrenzungs-
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punkte von ilJC enthalten. Diese drei Vereinigungsmengen bestehen fur 
jedes y aus endlich vielen Zellen. 
Es ist nach (36) 
Lassen wir n unbeschriinkt zunehmen, so erhalten wir, da die asymp-
totische Verweilzeit in den Zellen existiert, unabhiingig von To und 
additiv ist: 
Wir werden zeigen, erstens, daB V1<l>(U.*) bei zunehmendem Y einem 
endlichen Grenzwert zustrebt, zweitens, daB 
•~oo 
Daraus folgt dann die Existenz von lim Vbn(im) 
n~oo 
Zum ersten: 
Es ist 
Da ilJC Jordan-meBbar sein soH, ferner L1 in (Et', E) stetig und beschriinkt 
ist, so ist L1 auch tiber ilJC RIEMANN-integrierbar. Sind Qk die Zellen von 
U. * und Pk beliebige Punkte in ihnen, so stellen die GroBen 
(die Summe tiber die Zellen von U. * erstreckt) Riemann'sche Anniiherungs-
summen fiir f Lldw dar. Es ist also 
m 
lim R. = f Lldw 
oo m 
Andererseits ist wegen der Stetigkeit von L1 (Mittelwertsatz): 
wo Pk' andere Punkte, ebenfalls jeweils in Llk gelegen, sind. 
Also ist 
Diese Summe wird, da L1 in (Et', E) gleichmiissig stetig ist, mit zuneh-
mendem Y beliebig klein. Es ist also 
(38) lim f Lldw = f Lldw 
•~oo u.* m 
und 
lim V1 <l>(U. *) = ! f Lldw, 
v--+oo m 
was wir beweisen wollten. 
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Zum zweiten : 
Es sei y die Menge der Begrenzungspunkte von im:. Da im: Jordan-
meBbar ist, folgt m(y) = 0. 
Ferner ist y Jordan-meBbar mit dem Inhalt Null. In der Tat, die 
Menge der Begrenzungspunkte ist abgeschlossen, das aussere Jordan-MaB 
einer abgeschlossenen Menge ist gleich dem LEBESGUE'schen MaBe dieser 
Menge. 
Es sei e eine beliebig k.leine positive Zahl. Wir konnen abgeschlossene 
Intervalle in endlicher Anzahl N finden, die zusammen y bedecken und 
deren Gesamtinhalt e1 kleiner ist als e. 
· Nehmen wir den Modul des Netzes klein genug, also v hinreichend 
groB, so sind die N Intervalle durch Maschen des Netzes bedeckt, deren 
Gesamtinhalt sich beliebig wenig von e1 unterscheidet, also kleiner ist als e. 
Alle Zellen der vten Netzes, welche Grenzpunkte von im: enthalten, be-
finden sich unter diesen Maschen. 
Also kann m (@.) kleiner als e gemacht werden dadurch, daB v > v, 
genommen wird. 
Nun ist 
V1<1l(U.*)- V1<1l(U.) =-! f Ll· dw;;;;; const. m(@.}, 
&. 
da Ll in (E/, E) beschrankt ist, also 
(39) 
Die Gleichungen {38} und (39) zusammen mit der Ungleichungskette 
(37) ergeben schlieBlich 
(40) lim V(ll (im:) = 1. f Ll dw l.n 4 !In 
und wir haben den 
SATZ II 
Definieren wir die Komponenten der relativen Verweilzeit des n-Ab-
schnittes der Trajektorie in einer Menge im:, die einen endlichen Abstand 
von Et (bzw. H 1) hat, nach (36}, so ist fiir die JoRDAN-meBbaren 
Mengen der Grenzwert der relativen V erweilzeit gleich der asymp-
totischen V erweilzeit in im:, also 
lim V n(im) = f Lldw. 
n<-OO !In 
Ob dieser Satz sich auf die nicht-quadrierbaren Mengen ausdehnen laBt, 
bleibe dahingestellt. 
TRANSFORMATIONEN, DIE DIE VERWEILZEIT INVARIANT LASSEN 
9. Die Verweildichte Ll ist gegen Vorzeichenanderung von x und y 
invariant. Also konnen wir aus jeder L-meBbaren Punktmenge durch 
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Spiegelung an den Ellipsenachsen drei andere erhalten, die gleiche V er-
weilzeit besitzen. 
Es gibt aber auch kontinuierliche Transformationen, die die Punkt-
mengen - insbesondere die Gebiete - in solche gleicher Verweilzeit 
iiberfiihren. 
Es sei A die Affinitat (23), D"' eine gewohnliche Drehung urn den 
Ursprung urn den Winkel cf>, JJ"' eine hyperbolische Drehung 
~~ =~·cosh cf>+n ·sinh 4> 
n' = ~·sinh cf>+'fJ ·cosh 4> 
Transformieren wir die gewohnliche, bzw. die hyperbolische Drehung 
durch die Affinitat A, so erhalten wir die Transformationen 
T"'=A-l.D"'·A, also: 
(4la) 
und 
T"'=A-l.Jj"'.A oder 1) 
l x' = x cos 4> + y ~ sin 4> 
y' = - x ~ sin 4> + y cos 4> 
{Jj 
l x' = x cosh 4> + y · ~ sinh 4> y' = x · ~ sinh 4> + y cosh cf>. 
{Jj 
(4lb) 
Die 'fransformationen T"' und Tcf> sind unimodular, also ma(3erhaltend. 
LEBESGUE-meBbare Mengen werden also in ebensolche iiberfiihrt, und ihr 
MaB andert sich dabei nicht 2). 
Ferner ist der Ausdruck b12x2+ai2y2-a12bt2, und somit Ll gegeniiber 
T"' in variant,desgleichen ist -bt2x2+at2y2+at2b12, und somit Lf gegen-
iiber Tcf> invariant. 
Transformationen der Ebene, die maBerhaltend sind und Ll bzw. Lf 
invariant lassen, haben auch die Integrale 
f Lldw bzw. f Lfdw 
\lJl \lJl 
als Invarianten. Das folgt aus der Definition des LEBESGUE'schen 
Integrals. Die Transformationen T"' bilden also eine kontinuierliche, 
Abel'sche Gruppe, welche sowohl das MaB wie auch die Verweilzeit der 
Punktmengen unverandert laBt, und das gleiche gilt fiir T"'. Wir haben 
also den 
1) Es mu13 wohlbemerkt in (41a) fiir a 1 und b1 die Halbachsen der umhilllten 
Ellipse E;, in (41b) hingegen die Halbachsen des umhiillten Hyperbel Ht eingesetzt 
werden. 
2 ) Vgl. etwa C. CARATHEODORY, Vorlesungen uber reelle Funktionen (1918) S. 346. 
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SATZ III 
Durch das Entfalten der Transformationen (4la) bzw. (4lb) gehen die 
L-me8baren Pun.ktmengen IDl von (E/, E) bzw. (H/, H) kontinuirlich 
in andere, ma8gleiche Punktmengen tiber, wobei die Verweilzeit unver-
andert bleibt. Das gilt ftir solche Intervalle des Transformations-
parameters cp, ftir die IDl nicht tiber die reflektierende Berandung von E 
geschoben wird. 
Im Faile der Trajektorien erster Art sind die Et ahnliche Ellipsen die 
Bahnen, langs denen die Pun.kte der Ebene unter der Transformation 
(4la) flie8en. 1st E,* die Et ahnliche Ellipse, welche durch die Haupt-
scheitel von E geht, so bleiben die Pun.kte des Ringgebiets (Et, Et*) fiir 
jeden Wert von cp in diesem Gebiet. Jede me8bare Punktmenge desselben, 
die einen endlichen Abstand von Et hat, wird durch eine Art Zirkulation, 
ohne Einschran.kung der Werte von cp, kontinuierlich in ma8gleiche 
Mengen gleicher Verweilzeit transformiert. 
Im Faile der Trajektorien zweiter Art sind die Transformationsbahnen 
von (4lb) die Hi ahnliche Hyperbeln. Jede Pun.ktmenge IDl der Lamelle 
erreicht beim Entfalten der Transformation schliel3lich das reflektierende 
Randsttick von E und der Satz III gilt nur ftir cp-Intervalle, die von 
Pun.ktmenge zu Pun.ktmenge verschieden sind. 
DIE VERTEILUNG DER REFLEXIONSPUNKTE AUF DEM ELLIPSENRAND 
10. Es sei i ein Bogensttick auf der ausseren Ellipse E, Iii seine Lange. 
Von den n Reflexionspun.kten des n-Abschnitts einer Trajektorie sollen 
nt in das Int~rvall i fallen. Die Zahl 
(42) Bn(i) = n, 
n 
ist die relative Anzahl der Reflexionspun.kte auf i, oder auch die relative 
Bestrahlungszahl fiir i. Ihr Wert liegt zwischen 0 und l. Sie hangt noch 
vom Anfangspunkt To der Trajektorie ab. Existiert lim Bn(i) so wollen 
........ oo 
wir diesen Wert B(i) die asymptotische Bestrahlungszahl fiir i nennen. 
Wir ziehen die Tangenten des ersten Netzes durch die Pun.kte des 
Intervalls i (auf heiden Seiten der Lamelle), und messen auf jeder von 
ihnen eine feste Lange L1e ab. So entstehen zwei tibereinander gelagerte 
kongruente Zellen P. P ist ein Viereck von dem zwei Seiten Tangenten-
segmente von der Lange L1 e sind, die dritte Seite ist i selbst, die vierte 
ein glattes Kurvensttick. Wohlbemerkt ist Pkeine Zelle des ersten Netzes, 
sie ist aber jedenfalls eine Jordan-me8bare Pun.ktmenge. 
Offenbar ist 
V(l) (P) + V(l) (P) = nt·LI(.l 
l,n 2,n !Z'n 
also 
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N ach Satz II und I ist 
lim Vi~~(P) = lim Vh~~(P) = ! I LJ(P) dw 
n---;..oo n-+oo 1Jf 
andererseits geht nf~n bei wachsendem n gegen den Grenzwert 1/M 
bzw. 1/M. Also strebt auch Bn(i) einem Grenzwert zu, die asymptotische 
Bestrahlungszahl in i existiert und es ist 
(43) B(i) = 2 · M · V1 <1>(P) 
L1e 
fur die Trajektorien erster Art, und 
(43a) B(i) = 2 · M · V1<1>(P) 
L1e 
ftir die zweiter Art. 
B(i) ist eine additive Funktion der Intervalle auf E; im Faile der 
Trajektorien zweiter Art, auf dem reflektierenden Teil von E. Sie ist 
ferner totalstetig. 
Da B(i) eine additive, totalstetige Intervallfunktion auf dem reflek-
tierenden Rand von E ist, kann sie auf eine und nur eine Art zu einer 
Funktion aller meBbaren Mengen m auf E erganzt werden 1). Es wird 
(44) B(i) = I b(P) · ds 
i 
wobei b(P) die Ableitung von B im Sinne von LEBESGUE ist, also 
(45) b(P) = lim B~i)_ 
lil->0 1~1 
b(P) soll die asymptotische Bestrahlungsdichte in P heiBen. 
11. Diese GroBe wollen wir nun berechnen. Es ist: 
und 
b(P) = lim B~i) 
lil->0 1~1 
B(i) M I lil = 2-lii·L1e · LJ(P) dw 
'¥ 
wo P die Zelle ist, die zu i und LJe gehOrt. Fur die Trajektorien zweiter 
Art ist einfach M durch M zu ersetzen. 
I LJ(P)dw = LJ(P1) ·I PI, 
'¥ 
wo P1 ein Punkt in P; IPI der Inhalt dieser Zelle ist. 
1) Besser gesagt, zu einer Funktion der Bilder auf E aller L-me13baren 
Punktmengen m* auf der t-Gerade (x=a cost, y=b sint) im Intervall o bis 2 n. 
Fast sicher sind sie L-me13bar auf E falls wir das Ma13 auf E von den Ellipsen-
Intervallen ausbauen. 
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Also ist: 
B(i) M j'l'j 
-l;;l = -2 · LI(P1) · --
• Jil· Lie· 
Lassen wir die Zelle lJI auf den Punkt P zusammenschrumpfen, so daB 
Iii und Lie von derselben Ordnung gegen Null gehen, so ist offenbar 
I . I 'PI · .-~. 1m jij·Lie = sm '~'' 
wobei cp der Winkel ist, unter dem die Trajektorie die Ellipse E im 
Punkte P schneidet. Es wird also: 
(46) c5(P) = lim B~i) = M · LI(P) · sin cp. 
lil->0 1~1 2 
In den friiheren Arbeiten haben wir gesehen, daB die Tangenten an 
Et bzw. Ht, aus denen sich die Trajektorien zusammensetzen, in ellip-
tischen Koordinaten der Differentialgleichung 
(du)2 = (u2-0). (u2-h2) 
dv (v2-0) . (v2-h2) 
geniigen, mit 0 = a2e2fet2 und h=ae. 
Ferner, daB der Winkel cfo, unter dem eine solche Tangente die Ellipse E 
im Punkte (a, v) schneidet, durch die Beziehung 
gegeben ist. 
Daraus folgt 
und 
Wir haben also 
(47) 
Vh2-v2 dul tan = --·-cp a2-h2 dv u~a 
. Ve12 e2 1 
smcfo = · ~=;;:;:::;; 
ei V1-v2ja2. 
c5(P) = M. V~. 1 . LI(P) 
2 e1 V1-v2ja2 
wobei fiir die Trajektorien · zweiter Art M durch M, Ll durch 3 zu 
ersetzen ist. 
Setzen wir noch in (31), (32) und (34) u=a ein, so wird: 
( 48) 
und 
(49) 
1 
Ll (P) = 2KM · F(P) ; Lf(P) = 1 M · F(P) 2kK· 
und wir erhalten endlich 
·(50) 1 {( v2) ( e12 )}-% c5(P) = - . l - - l - - v2 4aK a2 a2e2 
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fiir die Trajektorien der ersten Art, und 
(50a) - 1 { ( v2) ( e12 ) } - Y. b(P) = -- . l -- l - - vz 4akK a2 a2e2 
fiir jene zweiter Art. 
Fiir einen Punkt der Ellipse E(u=a) wird aus x2=u2v2fh2: 
vz = ezxz. 
Wir konnen also auch schreiben 
(51) 
und 
(5la) - 1 { ( e2 ) ( e12 ) } - Y. b(P) = --. 1--xz 1--xz . 4akK a2 a2 
Wir haben also den 
SATZ IV: 
Die asymptotische Bestrahlungszahl B ist fiir aile L-me6baren Punkt-
mengen m auf dem reflektierenden Ellipsenrand definiertl). Sie hat gleichen 
Wert fiir aile Trajektorien, die denselben Kegelschnitt umhiillen, und 
ist auch vom Durchlaufungssinn der Bahn unabhangig. Es ist 
B(m) = J b(P) · ds · dt 
m* dt 
a, die Bestrahlungsdichte, ist ein Produkt zweiter Faktoren. Der erste, 
ortsunabhangige, ist l/(4aK) fiir·die Trajektorien erster Art und l/(4akK) 
fiir jene zweiter Art. 
Der zweite Faktor ist 
C/J(P) = {(1-~) · (1- a~1:2 v2)ry, 
in elliptischen, und 
C/J( P) = { ( 1 - ~ xz) · ( 1 - : 22 x2) } - Y. 
in kartesischen Koordinaten. 
12. Im Grenzfall des reflektierenden Kreises (e-+ 0, et-+ 0) wird 
C/J(P)=l und b= l/(2nR). Die Bestrahlungsdichte ist also iiberall gleich, 
und die Bestrahlungszahl fiir den gesamten Kreisrand wird 1, wie es sein soli. 
Im Faile der Trajektorien erster Artist die Bestrahlungsdichte iiberall 
auf E endlich. Sie ist am geringsten in den N ebenscheiteln und am 
grossten in den Hauptscheiteln (v=ea). 
Im Faile der Trajektorien zweiter Art ist der reflektierende Teil des 
Randes von E von vier Punkten L1, L2, L3 , L4 begrenzt, den Schnitt-
punkten von E mit der umhiillten Hyperbel H,(v = eafe,). In diesen 
Punkten wird die Bestrahlungsdichte unendlich. Sonst ist sie endlich, 
und hat den kleinsten Wert in den Nebenscheiteln von E (Abb. 3). 
1 ) Selbe Berner kung wie auf S. 457. 
